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Parte Prima: alla scoperta della Matematica nella Musica
17 Excursus storico-aritmetico T Musica da Pitagora ai giorni nostri
Introduzione storica: da Pitagora a Bach, attraverso
numeri razionali e non
21 Excursus geometrico - Le simmetrie in Musica
Rappresentare la Musica
Gruppi di trasformazioni, gruppi di simmetria.
Trasformazioni in musica
Bach e altri musicisti-geometri

Parte Seconda: la Musica che viene dalla Matematica

Excursus creativo:anal i s di alcune teorie mate
per comporre musica (Automi Cellulari, L-Sistemi, metodi IFS dei Sistemi di
Funzioni Iterate, Frattali)

Teorie matematiche nate per modellare i sistemi biologici: la matematica osserva

la natura, cerca di spiegare e riprodurre cio che fa e ne prende a prestito i metodi.

Si vogliono utilizzare questi metodi per capire come si puo produrre la musica.



Prima Parte - 2

Excursus geometrico: rappresentare la Musica

A Annotare la musica e visualizzare le melodie (come grafici di
funzioni).

A Gruppi di trasformazioni, gruppi di simmetria.
A Trasformazioni in musica
A Bach e altri musicisti-geometri



Come rappresentare la musica’l | Grecl

La semiografia musicale e quella parte della teoria musicale
che si occupa dei segni e dei simboli per trascrivere la musica.
Gli antichi greci usavano una notazione musicale in cui indicavano

| suoni della scala diatonica (di sette note) con le prime lettere
dell'alfabeto (fenicio per gli strumenti e greco per la voce), il cui
orientamento spaziale ne modi fi
guarti di tono; utilizzavano inoltre alcuni segni per le pause,legature,
etc, per interpretare ritmicamente il dettato musicale. Questi segni
erano scritti sopra la linea del testo. Ci sono giunti pochi frammenti
musicali (una quarantina), quasi tutti papiri, qualche iscrizione,

| 6epitaffio di Sicilseglodgl)i |1 nni

https://www.youtube.com/watch?v=ThwavrTg4MQO
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https://www.youtube.com/watch?v=ThwqvrTg4MQ

Sant'lsidoro di Siviglia (560-636) dice che la musica non puo essere scritta:6 Se | suoni non
appresi a memoria dall'uomo, scompaiono, perché non si possono scrivered

Nel Medioevo, data la crescente difficolta nel memorizzare melodie sempre piu
| unghe ed articol at motared ascagurea |i'le sti ggsetnae
alcuni segni, | del canto gregoriano, (neuma=respiro), formula melodica
che descrive una intera sillaba, costituita da una o piu note=quadretti
sovrapposti che aiutavano i cantori a ricordare ladirezione (ascendente o
discendente) della melodia.

Siinizio con una linea tirata a secco e poi disegnata. Pol le linee divennero
due, distinte dalle lettere C (DO) e F (FA), colorate in rosso e giallo, per poi
passare alle quattro del (quattro linee e tre spazi) attribuito a

durante la sua permanenza presso I'Abbazia di Pomposa;
infine si introdusse una notazione per le durate ( , XIII
sec.) ottenuta proporzionalmente, cioé non indicando la durata effettiva della
nota, ma la durata di essa in proporzione alle altre dello stesso brano.

Questo € un Alleluja gregoriano, scritto con i neumi; sotto lo ascoltiamo:

E'==' :F.!.’ F.F.!.’l. :!.”WEJ"’!F'“

Alleluia — —_

http://www.youtube.com/watch?v=mW9VaKdH30Y &feature=related



http://it.wikipedia.org/wiki/File:Alleluia_Vigilia_Nativitatis.png
http://www.youtube.com/watch?v=mW9VaKdH3OY&feature=related

(995-1025200) , monaco b EgmsmldadtMichaalem,
deignotocantosuggeri sce una formul a mnemo
Il ntonazione dell desacordo (i sei S U
ciascuna nota un nome corrispondente alla prima sillaba di ogni verso
del | 6l nno a San Giovanni (la nota SI

Sancte Johannes)
UT queant laxis
REsonare fibris
Milra gestorum
FAmuli tuorum
SOLve polluti
L Abii reatum
Sancte lohannes

Inoltre scrisse un trattato musicale, il Micrologus de disciplina artis musicae, in
cui esamino gli errori musicali del passato e riprese il concetto di diversa
consonanza tra diverse frazioni; inoltre enumero i vari tipi di scale e i modi
musicali
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|l (dal greco penta, che vuol dire cinque e
gramma, ovvero linea) e il IN USO ai giorni NOstri
sul quale si scrivono le note. L'invenzione del pentagramma e
attribuita a Ugolino da Orvieto (1430 circa).
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Do RaMi Fa Sol La Si Do

Anche dopo | 6introduzione del
scelto subito il cinque, come numero perfetto per i righi musicali.
Per lunghi periodi ha regno l'arbitrio, e ogni autore decideva di
suo gusto: anche per rendere meno facilmente decifrabile, cioe
plagiabile, la sua musica.
Si sa di che utilizzava fino a dieci righi, e per dileggio
scriveva a pie di pagina delle sue opere:

Intendetemi voi ch'io ben m'intendo. 8



Il pentagramma e composto da cinque linee parallele e quattro spazi che
intercorrono tra le linee. Le linee e gli spazi si contano dal basso all'alto.
Il pentagramma puo essere:
per la voce umana e per tutti gli strumenti musicali di limitata
estensione fonica (es. archi e fiati), con gamma nel registro centrale o acuto

e, ;oo i

, formato da due pentagrammi semplici uniti da una graffa, usato da altri
strumenti come il pianoforte, I'arpa, la fisarmonica etc., che permettono di distinguere
| suoni prodotti dalla mano destra (rigo superiore) e dalla mano sinistra (rigo inferiore)
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, per le musiche per organo (due pentagrammi per la tastiera e uno per la pedaliera)

, per le composizioni per diversi strumenti musicali
9


http://it.wikipedia.org/wiki/File:Pentagramma_singolo.png
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/it/a/a4/Pentagramma_doppio.png

S u lads@delle ordinate abbiamo le
frequenze, ovvero l'altezza delle note
iIndicata col loro nome. Ognirigo e
ogni spazio del pentagramma ne
definisce una, ma il pentagramma
PUO essere esteso con note sopra

le righe (e sotto).
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Il pentagramma potrebbe essere un n - gramma, con tanti righi e

spazi quante sono le note effettivamente usate in musica

(potrebbero essere tante quanti sono gli 88 tasti di un pianoforte

gran coda): un bell'affollamento; vedremmo le note galleggiare
In un foglio interamente rigato. Per ridurre il numero dei righi si

sono introdotte le

, per restringere gli intervalli delle altezze


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/it/4/48/Frequency_vs_name_it.svg

, detta perché rappresenta tutte le frequenze
raggiungibili da quello strumento; fissa la posizione della nota SOL (una quinta
sopra al Do centrale i il DO4 della tastiera del pianoforte) sulla seconda linea

o del pentagramma
° detta rappresenta le note piu gravi, cantabili appunto
dalla voce di basso; fissa la posizione della nota FA (una quinta sotto al Do
— centrale) sulla quarta linea del pentagramma

(fissano il Do) o anche , di , di etc.
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DO RE MI FA SOL LA SI
DO RE MI FA SOL LA SI

N\ S <

SES==r=sos =
Chiavi di SOL Chiavi di DO Chiavi di FA
- fi ) f) .
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Wiolino francese Vieline  Soprano Mezzo-soprano  Alto Tenore Baritono Basso Subbasso 11


http://it.wikipedia.org/wiki/File:G-Clef.png
http://it.wikipedia.org/wiki/File:Posizione_chiavi_musicali.svg
http://www.google.it/imgres?imgurl=http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/61/Bass_clef.svg/180px-Bass_clef.svg.png&imgrefurl=http://it.wikipedia.org/wiki/Chiave_di_fa&h=212&w=180&sz=7&tbnid=9l2bCMFDj_ci4M:&tbnh=106&tbnw=90&prev=/search%3Fq%3Dchiave%2Bdi%2Bfa%26tbm%3Disch%26tbo%3Du&zoom=1&q=chiave+di+fa&hl=it&usg=__8Zt03ETN9AAIpZxbs4WbIF8LxA4=&sa=X&ei=7x69TbrpK5DHswbJt9X7BQ&sqi=2&ved=0CD8Q9QEwBQ
http://www.google.it/imgres?imgurl=http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/6/61/Bass_clef.svg/180px-Bass_clef.svg.png&imgrefurl=http://it.wikipedia.org/wiki/Chiave_di_fa&h=212&w=180&sz=7&tbnid=9l2bCMFDj_ci4M:&tbnh=106&tbnw=90&prev=/search%3Fq%3Dchiave%2Bdi%2Bfa%26tbm%3Disch%26tbo%3Du&zoom=1&q=chiave+di+fa&hl=it&usg=__8Zt03ETN9AAIpZxbs4WbIF8LxA4=&sa=X&ei=7x69TbrpK5DHswbJt9X7BQ&sqi=2&ved=0CD8Q9QEwBQ
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5a/Alto_clef.svg

Sull'asse delle ascisse abbiamo la durata delle note: si potrebbe indicare ogni nota con un segmento,
di lunghezza calcolata sull'unita delle ascisse (in questo modo grafico scrivono musica i computer
prima di tradurre in notazione classica). Ma questa grafia sarebbe illeggibile per uno strumentista.
Si é scelto di utilizzare dei simboli che si adattano a ogni nota e ne indicano la durata tradotta nel
numero di unita di tempo o suoi sottomultipli.

° Semibreve 4/4 J\ Croma 1/8

J Minima 2/4 ﬁ Semicroma 1/16
ﬁ Biscroma 1/32

J Semiminima 1/4
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http://it.wikipedia.org/wiki/File:Music-halfnote.png
http://it.wikipedia.org/wiki/File:Music-wholenote.png
http://it.wikipedia.org/wiki/File:Music-quarternote.png
http://it.wikipedia.org/wiki/File:Music-eighthnote.png
http://it.wikipedia.org/wiki/File:Music-sixteenthnote.png
http://it.wikipedia.org/wiki/File:Music-thirtysecondnote.png
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| valori delle note sono quarti, ottavi e sedicesimi dell'unita di tempo: la sua durata viene ora affidata al
inventato nel 1812 da Johann Nepomuk Malzel, amico di Ludwig Van Beethoven, che a
guesta invenzione dedicher”™ | 6ottava sinfoni a:
del metronomo:ascoltiamolo

http://www.youtube.com/watch?v=3sVIYEFFOOQY &feature=fvsr

Prima si segnavano le indicazioni di tempo in italiano (allegro, presto, etc.), ora si indica il tempo di
metronomo, espresso in battiti per minuto, insieme con eventuali indicazioni di movimento o di espressione.
Le indicazioni di espressione sono scritte in italiano, o in lingua madre; alcuni compositori ne fanno largo uso:
Gustav Mahler in qualche caso ha dato indicazioni di tempo e di espressione a ogni battuta, nella speranza i

vana-d i rendere sempre pi%¥%nh oggettiva | a gr &aSinforaa). mus i
Poco adagio. ) Eg\n:pre listesso tempo.
Tﬂcei hls L i ] :l , » _.’_f"_"‘,g\\
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http://www.youtube.com/watch?v=3sVrYEFFO0Y&feature=fvsr

Consideriamo il piano (Oxy); riportiamo il (successione di battiti ad intervalli
costanti, per es. prodotti da un metronomo) e sull'asse vy l'altezza del suono in ordine
crescente

A Scegliamoy=01 6al t ezzasOd,el | a not a

. per l'asse x, il battito della sem , per l'asse y il semitono
temperato. 1quadretto orizzontale = 1 semiminima, 1 quadretto verticale=1 tono

Léunit™ di mi sura pu, cambiare a seconda del l a
Una melodia puo essere rappresentata dal grafico di una funzione y=f(x).
Si rappresenta il grafico di f mediante quadretti che simultaneamente indicano il valore di
durata di ogni singolo suono, e l'altezza assoluta di ognuno di essi (riferita alla scala
temperata): il grafico € una funzione a scala

A
Ad esempio: la melodia r ’
J Ascoltiamola:
e rappresentata dal grafico ] E
e FJ_prima.not
=sol —,—--}{
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Vedi amo, come esempio, Frladodyamati ao
e sotto la scrittura usuale; poi la ascoltiamo, nota per nota:
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Frerelacques.not
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undapplica

.Isometria( del | o sp )
' ' S he ¢ omdoaigidoa | a

Z1 0
dell o spazio I n C

a
®,
Esempi di isometrie sono: le traslazioni, le riflessioni e le rotazioni.

Diciamo che una figura e simmetrica se su di essa si possono applicare
alcune i sometrie che |l asciano | 0inte
ma come insieme di punti: diciamo che tali isometrie fissano la figura).
Precisamente:

.Sia FunafigurapianaetleMundé i sometria del
U si dice simmetria di F se U(F)=F (cioé U € un'isometria che fissa la figura F)

To o

Esempio: un quadrato presenta otto simmetrie: quattro rotazioni (di uno, due, o
tre quart. di giro + | 6identit’ = r O
rispetto alle diagonali, due rispetto alle mediane). Un quadrato non ha
simmetrie di traslazione; invece una rete di maglie quadrate che ricopre un
piano possiede unoéinfinit”™ di si mmet
un numero intero di righe o di colonne la lascia globalmente invariante.

17



Tra le isometrie del piano distinguiamo

1) moti c¢che conservano | 6orientam
Atraslazione di un vettore a
Arotazione di un angolo d intorno ad un punto P

2) moti c¢che invertono | 6orient ame
Ariflessione o ribaltamento intorno ad una retta r

Aglissoriflessione, cioé il movimento ottenuto componendo una
riflessione intorno ad una retta r e una traslazione mediante un
vettore parallelo ad r

1 - Ogni isometria del piano e una traslazione o una rotazione o
una riflessione o una glissoriflessione

Per oggetti in tre dimensioni, | gruppi di simmetria sono molto
complessi: ad esempio, esistono 230 tipi diversi di gruppi di simmetria
dei cristalli.

18



Simmetria traslatoria

8 2.
-#:Spr"'i P i o o N e S B P o S s et | |
“JZJ::.'JJ::.'f:JJJ |
L J '-O = ‘-. .~‘ a )

ni zi Alchdéie Hilura diBeethavénaOp. 27 n. 2
i

E6 | O
I amone | 6ini zi o, nell a versi on

|
Ascol t

“m

moonlightl.not

Ora ascoltiamola suonata da Wilhelm Kempff
http://www.youtube.com/watch?v=06txOvK-mAKk

Osserviamo |l a differenza dell & esecu
http://www.youtube.com/watch?v=E10K73GvCKU&feature=related

19


http://www.youtube.com/watch?v=O6txOvK-mAk
http://www.youtube.com/watch?v=O6txOvK-mAk
http://www.youtube.com/watch?v=O6txOvK-mAk
http://www.youtube.com/watch?v=E10K73GvCKU&feature=related

Chiamiamo T, la traslazione (orizzontale) di n unita orizzontali, cioé nel tempo
T, f-f)x) Y f (X

NelcasodiFr a 6 Mapplithiamoouna traslazione di 4 semiminime
T, f(x% Y f(x

=l 4

y=f(x) I )

r——

=ol — . i |

]
3 ﬁ 5'. -
» 3
=

Y

L]

AscoltiamoiltemadiFr a6 Marraslnaot o nel tempo: c¢c6

e poi il solito tema:
E

FJ_t-4_prima.not
20



Innalziamo la nostra melodia di 5 semitoni (la prima nota passa da Sol a Do)

y y=f(X)+5
mal r——- 2
re ——JI i . E F
o ] |
a1 o
y=f(x) o
H =al L -
I A
X 7 -

v

Chiamiamo V,, la traslazione verticale di n unita verticali, cioe in altezza;
In questo caso di 5 semitoni Ve:. f(x) Y f(x)+5

E

fra_martino_+2.5.not

21



Sono la composizione di una traslazione verticale con una orizzontale
(o di una orizzontale con una vertical
Nelcasodiéo Fr a Mad nstltatmeouba, battuta vuota e poi la melodia innalzata

di una terza maggiore (5 semitoni):

y=f(x-4)+5 N
v 4 - »
[ Fan /1
rl o r—— LAV :
] v
e Ir——-' :
| |
do + ——d L — —
=l 4
A
Lo rfl |
sal L
M
y=f(x)

T, Vo f(x) Y #¢x)+5 Y f(x
22



Tr as | ampipa med le filgaré nausdicali sono traslate, ma ogni volta sono
lievemente modificate variando il numero dei semitoni per mantenere la giusta
struttura armonica, cioe lo schema tonale iniziale: ad esempio, se una melodia
e scritta in Do maggiore, una traslazione verticale cambia i semitoni tra le note

( si uscirebbe dalla tonalit”™, quindi si
Mmm'sr Sﬂ,gb" NGNS Lo, !Ji\é
Questo | 01 ni z .. ' wee——s = ;
Toccata e Fuga in Re | '
minore, BWV 565, per e
organo, di J. S. Bach T - L
Qui e suonata da Kark '% UL T ===y
Richter sull 6or e - =
della Basilica di -
Ottobeuren S e A s
http://www.youtube.co \an i
m/watch?v=7Zd_olFylm (1_ e

xM 23


http://www.youtube.com/watch?v=Zd_oIFy1mxM
http://www.youtube.com/watch?v=Zd_oIFy1mxM
http://www.youtube.com/watch?v=Zd_oIFy1mxM

Un e una composizione che unisce ad una melodia una o piu
imitazioni, che le si sovrappongono progressivamente.

Il canone puo essere classificato in base al numero delle voci,
all'intervallo al quale ciascuna imitazione successiva e trasposta
rispetto all'antecedente, al fatto che le voci siano inverse, retrograde
o retrograde e inverse.

Sidicea |l | 0 u nse lg woaoi cantano la stessa melodia, traslata nel
tempo.

Le traslazioni (orizzontali, verticali e oblique) sono alla base

di molti canoni. Per descrivere i canoni inversi, retrogradi o retrogradi
Inversi sono necessarie le riflessioni.

24



Sentiamo come suona il canone:

E

Frerelacques_canone.not

Prendiamo le 8 battute
del t e&ma dMara
e le sovrapponiamo con
altre (infinite?) copie,
traslate ognuna di 2

battute (da pensare come
16 /8, cioe 16 crome); ad
ogni nuova OV
applica T,5. Quando ogni
singola voce finisce,
ricomincia da capo (cioe

le si applica T,,5)

25



Questo e il Canone a 4 voci alla quinta B WV

Le 4 chi avi a l

Ol

107 3, composto
organista J.G. Walther; e alla quinta perché ogni nuova voce legge il tema traslato
di una quinta in altezza (7 semitoni). Ogni voce entra dopo un intervallo di 2/4.
ni zi o del ri go si r
chiave i basso, tenore, mezzosoprano e violino=soprano.

| segni sopra il rigo indicano &y

gli ingressi delle voci:

2 voce: Tg V,

8 semicrome= 2/4; 7 semitoni=quinta  Z

3 voce: T, Vi,

4 voce: T,, V, N

Si noti che la somma di
W+A+L+T+H+E+R € 82
(2x41). La partitura e di 14 misure.

1]

L1 K

I, % B B |

5 EEF;!H B = S Easi 2
4 BEES-ESEIES = S22

A
- : 11 1#-. i
e ] SEI2os

:' |

=2

Woasmayr, den 2. Aug: 1713

i

Dhieses wendge wolte dem Hermn
Eosizer zu goneigtem An-

zedencken hier einzeichnen
Joh: Sebast. Bach,

Ascol tiamol o nell 6esecuzi one FirthihSiachsischer HoffOrg. v,

del | 6 EnMuscaAntigea Koln:

http://www.youtube.com/watch?v={ZT1ulg6hmo

Cornmer Musicas

26
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http://www.youtube.com/watch?v=jZT1u1g6hmo
http://www2.nau.edu/~tas3/realbwv1073.html

Grafico del c e BWV 1073
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Un tema semplicissimo subisce 30 elaborazioni, di cui tutte quelle multiple di 3 sono canoni:

Variazione 3: Canone all oounisono T
Variazione 6: Canone alla seconda T,, V,

Variazione 9: Canone allaterzaTg V,

Variazione 12: Canone alla quarta in moto contrario T,, L.,

Variazione 15: Canone alla quinta in moto contrario Tg L

Variazione 18: Canone allasestaT, Vg

Variazione 21: Canone alla settima Tg V;

Variazione 24: Lanpone all dottava T
Variazione 27: Canone allanonaT;, Vy,

L'evento (forse) all'origine della composizione,sarebbe la richiesta di un allievo di Bach, J. G. Goldberg,
di avere una composizione cembalistica lunga per suonarla durante le notti insonni del suo mecenate
conte von Keyserling (Goldberg nel 1742 aveva 15 anni, e pare improbabile che sapesse suonarle)

Ecco il tema noto come , lo ascoltiamo suonato da Glenn Gould (e poi da Barenboim):

http://www.youtube.com/watch?v=Gv94m S30Doé&feature=related
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http://www.youtube.com/watch?v=Gv94m_S3QDo&feature=related

Variazione 3: Cganone
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Variazione 6: Canone var. 6 [+2]
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var. 9 [-4]

Variazione 9: Canone allaterzaTg V.,
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aVlaiananen18:sCanowe alla sesta T, Vj
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var. 18 [+8]

Variazione 21: Canone alla settima T8 Vi . end
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var. 21 [+11]

var. 24 [-12]
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Variazione 27: canone alla Nona; suona Grigorij Sokolov
http://www.youtube.com/watch?v=7ZHC9H1reDU&playnext=1&list=PL

Variatio 27. Canone alla Nona. a 1 Clav. BWV 988
f) & .
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http://www.youtube.com/watch?v=7ZHC9H1reDU&playnext=1&list=PLB7AE736D681ADF98
http://www.youtube.com/watch?v=7ZHC9H1reDU&playnext=1&list=PLB7AE736D681ADF98

https://www.youtube.com/watch?v=t2VY33VXnrQ
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https://www.youtube.com/watch?v=t2VY33VXnrQ

| ndi chi amo con Rx |l a riflessione r
e il SOL4
Rx: f (&%) Y

Se | 6origine  una nota dj altezza

s | Ecco i grafici e la scrittura sul
i ' pentagramma della 1 battuta
dFradéd Martino
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'
L

=l ]

—— e della sua riflessione Rx
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Ascoltiamo come suonano:
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Qui sono i due spartitia confrontodiFr a 6 Ma deltaisua &x
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Ascoltiamo | 6effetto completo dell a si

|
all 6asse x (doveFrl &ddrMagritnien o if\“sol )«
Si sente una melodia malinconica, siamo passati
in tono minore

Frerelacques_or_simmx.not
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Ecco I due grafici specul ar i (l o specc
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Applicando alla melodia le simmetrie Rx in termini di funzione matematica,
si puo descrivere |l (o )
f(x) = originale; -f(x) = inverso

Esempi: le Variazioni Goldberg

Ll
Variazione 12: Canone alla quarta P Jﬂf li
in moto contrario T, RX, — T i :JTL‘\_“ St e
(Il 6asse x ha origine su ]ﬁa T/(D/t a FA4)
\LLL var. 12
7] _er"!
Variazione 15: Canone alla quinta P i TL-* 72
in moto contrario Ty RXg el U TP
(1l dasse x ha origi nel’-i.}”ﬁﬁbﬂﬁi) B
-L‘LI 1U‘J var. 15

35



Ecco la Variazione 15 (Canone alla quinta in moto contrario) eseguita da
Kimiko Ishizaka, con una suggestiva visualizzazione:

https://www.youtube.com/watch?v=ZuccL47vRFE

Variatio 15. Canone alla Quinta (in moto contrario). a 1 Clav. BWYV 988
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https://www.youtube.com/watch?v=ZuccL47vRFE
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Ecco come si presenta
ecomesuonaFr ad Mar
per intero dopo una simmetria
ri spetto all 0as
diverso, sembra una marcia

“m

Frerelacques_originale e simmy.not
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Componiamo | a riflessione orizzontale Rx (
(rispetto all dasse y) (o viceversa, I ri s
ri spetto all dorigine

RO=Rx Ry : i fi(¢)x ) Y
| | grafico della melodia cui ~ stata appl.i
grafico iniziale

. Ascoltiamo | 6effetto

battute diFr a 6 Maffettuanaogrima
] una Rx e poi una Ry
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— Ml FraMartino_simmetriaO_prima.not
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Si puo descrivere il canone inverso, retrogrado o retrogrado e inverso in

termini di funzione matematica, applicando alla melodia le simmetrie :

f(x) = originale; -f(x) = inverso; f(-x) = retrogrado; -f(-x) = retrogrado inverso.

Ecco come si present &r & o6c dimEouskasimmesria | O i
ri spetto all éorigine: si ottiene un <ca
carattere o6di marcia introspettivabo
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